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DS n°4 - Informatique - 3h

Les trois exercices sont indépendants. Vous pouvez les traiter dans l’ordre que vous voulez, mais pour chacun d’eux
les questions doivent être traitées dans l’ordre.

Il est conseillé de consacrer environ 1h à chaque exercice.

Si vous repérez ce qui vous semble être une erreur d’énoncé, vous en faites mention dans votre copie et poursuivez
votre composition.

Pour le code C, on suppose inclus les fichiers d’entête : <stdio.h>, <stdlib.h>, <stdbool.h>, <assert.h>

Le code écrit doit être clair, expliqué brièvement et commenté si besoin ; l’indentation et la syntaxe doivent être
respectées.

La présentation, la rédaction et l’orthographe seront pris en compte dans la note finale.

Exercice 1 - Mediane des médianes - en OCaml

La sélection du pk ` 1qème plus petit élément d’une liste d’entiers L, non nécessairement triée, consiste à trouver le
pk ` 1qème élément de la liste obtenue en triant L dans l’ordre croissant.

Par exemple, si L “ r9; 5; 2; 7; 1; 8s le 3ème plus petit élément de L est 5. On pourra remarquer que si la liste L est
triée dans l’ordre croissant, le pk`1qème plus petit élément est l’élément de rang k (ou d’indice k) dans L. Ainsi pour
k “ 0, on cherche le plus petit élément de la liste ; pour k “ 1, on cherche le 2ème plus petit élément de la liste.

L’algorithme naïf qui consiste à trier la liste puis en renvoyer l’élément de rang k est en Opn log nq (si on utilise un tri
efficace).

On présente ici un algorithme permettant de résoudre ce problème de sélection avec une complexité temporelle linéaire
dans le pire cas. Celui-ci est basé sur le principe de ”diviser pour régner” et sur le choix d’un bon pivot pour partager
la liste en deux sous-listes.

Les fonctions demandées sont à écrire en OCaml et ne doivent faire intervenir aucun trait impératif du langage
(références, tableaux ou autres champs mutables ou exception par exemple).

Étant donné un réel a, on note tau le plus grand entier inférieur ou égal à a.

Dans un premier temps, on écrit des fonctions auxiliaires qui seront utiles pour la fonction principale.

Q1. Écrire une fonction récursive de signature longueur:’a list->int telle que longueur l est la longueur de
la liste l.

Q2. Écrire une fonction récursive de signature insertion:’a list->’a->’a list telle que insertion l a est
la liste triée dans l’ordre croissant obtenue en ajoutant l’élé ment a dans la liste croissante l.

Q3. En déduire une fonction récursive de signature tri_insertion:’a list->’a list telle que tri_insertion
l est la liste obtenue en triant l dans l’ordre croissant.

Q4. Écrire une fonction récursive de signature selection_n:’a list->int->’a telle que selection_n l n est
l’élément de rang n de la liste l. Par exemple, selection_n [4;2;6;7;1;15] 3 est égal à 7.

Q5. Écrire une fonction récursive de signature paquets_de_cinq:’a list->’a list list telle que paquets_de_cinq
l est une liste de listes obtenue en regroupant les éléments de la liste l par paquets de cinq sauf éventuellement le
dernier paquet qui est non vide et qui contient au plus cinq éléments. Par exemple :
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• paquets_de_cinq [] est égal à [],

• paquets_de_cinq [2;1;2;1;3] est égal à [[2;1;2;1;3]],

• paquets_de_cinq [3;4;2;1;5;6;3] est égal à [[3;4;2;1;5];[6;3]]

Q6. Écrire une fonction récursive de signature medians:’a list list->’a list telle que medians l est la liste
m obtenue en prenant l’élément médian de chaque liste apparaissant dans la liste de listes l.
On convient que pour une liste A dont les éléments sont exactement a0 ď a1 ď ... ď an´1, l’élément médian est atn{2u.
Dans le cas où la liste L n’est pas triée, l’élément médian désigne l’élément médian de la liste obtenue en triant L par
ordre croissant.
Par exemple : medians [[5;1;5;3;2];[4;3;1];[1;3];[5;1;2;4]] est égal à [3;3;1;2].

Q7. Écrire une fonction de signature partage:’a->’a list->’a list*’a list*int*int telle que partage p l
est un quadruplet l1,l2,n1,n2 où l1 est la liste des éléments de l plus petit que p, l2 est la liste des éléments de l
strictement plus grand que p, n1 et n2 sont respectivement les longueurs de l1 et l2.

On donne maintenant la fonction de sélection :

Q8. Écrire une fonction récursive de signature selection:’a list->int->’a telle que selection l k est le
pk ` 1qème plus petit élément de la liste l.
L’écriture de la fonction sera une traduction en OCaml de l’algorithme ci-dessus.

On cherche à déterminer la complexité en nombre de comparaisons de la fonction selection. Pour tout n P N, on
note T pnq le nombre maximum de comparaisons entre éléments lors d’une sélection d’un élément quelconque dans des
listes L sans répétition de taille n.

En analysant l’algorithme ci-dessus, il est possible de démontrer que :

@n ě 55, T pnq ď T

ˆZ
n` 4

5

^˙
` T

ˆZ
8n

11

^˙
` 4n

Q9. En admettant la proposition ci-dessus, montrer que pour tout entier n supérieur à 1, on a :

T pnq ď p200` T p55qqn
Pour l’initialisation, on pourra remarquer que T est une fonction croissante.
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Exercice 2 - Elément majoritaire d’un tableau - en C

On s’intéresse au problème suivant : savoir si un tableau contient un élément majoritaire. Si un tableau a une taille
n ą 0, un élément de ce tableau est dit majoritaire s’il apparaît strictement plus que tn{2u fois (on rappelle que t.u
dénote la partie entière). Par exemple, un tableau de taille 5 contenant comme éléments 2, 7, 2, 2, 9 possède 2 comme
élément majoritaire, alors qu’un tableau contenant 2, 7, 2, 2, 9, 8 n’a pas d’élément majoritaire.

Q1. Montrer que si un tableau admet un élément majoritaire, alors celui-ci est unique.

On commence par une résolution naïve du problème.

Q2. Ecrire une fonction int occurrences(int t[], int taille, int x) prenant en entrée un tableau de taille
taille, un élément x, et renvoyant le nombre de fois que x apparaît dans le tableau.

Q3. Ecrire une fonction bool majoritaire(int t[], int taille) prenant en entrée un tableau de taille taille
et renvoyant un booléen indiquant s’il possède un élément majoritaire.

Q4. Donner la complexité de votre fonction en fonction de la taille notée n du tableau.

On propose une résolution plus efficace. Cette approche consiste à trouver d’abord un unique candidat majoritaire,
puis à vérifier si celui-ci est effectivement majoritaire.

La première partie de l’approche est détaillée dans l’algorithme ci-dessous. Pour que ce soit plus visuel, on propose
l’analogie suivante : le tableau d’entiers est un seau de balles colorées (deux balles de même couleur correspondent à
deux éléments identiques dans le tableau). On dispose d’un tube se comportant comme une pile, et d’une corbeille.

Q5. Montrer que "toutes les balles éventuellement présentes dans la corbeille ont la même couleur que celle au sommet
du tube" est un invariant de boucle.

Q6. Montre que "deux balles situées côté à côte (ou plutôt, l’une en dessous de l’autre) dans le tube ont des couleurs
différentes" est un invariant de boucle.

Q7. Considérons à la fin de l’algorithme une couleur qui n’est pas celle de la balle au sommet du tube. Montrer à
l’aide des invariants précédents qu’elle apparaissait moins de n{2 fois dans le seau, avec n le nombre initial de balles.

On en déduit que, pour voir si un tableau admet un élément majoritaire, il suffit de tester si l’élément renvoyé est
majoritaire.

Q8. Ecrire une fonction d’en tête bool majoritaire_efficace(int t[], int taille) de même spécification qu’à
la question 3, mais avec l’approche décrite ci-dessus. A la place du tube, vous utiliserez un entier (indiquer ce qu’il
représente). A la place de la corbeille, vous utiliserez également un entier (indiquer également ce qu’il représente).

Q9. Quelle est la complexité de votre fonction ?
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Exercice 3 - Listes à enjambement - en C
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FIN DU SUJET
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